[bookmark: _Toc481308697]21. ИДЕНТИФИКАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
В предшествующих главах было показано, как на основе общих законов физики, химии, экономики и др. можно получить математические модели рассматриваемых явлений природы и общества. Величины, входящие в математические модели, можно разбить на три класса. Во-первых, это функции состояния системы, являющиеся важнейшими характеристиками системы. Собственно, математическая модель представляет собой математическую задачу, состоящую в определении функций состояния. Во-вторых, это независимые переменные, в качестве которых чаще всего выступают время и пространственные переменные. Они выступают в качестве непосредственных аргументов функций состояния. В частности, в процессе анализа математической модели находятся значения функций состояния для любых представляющих интерес независимых переменных, например, состояния системы в соответствующих точках рассматриваемой области и в различные моменты времени. Все остальные характеристики, входящие в математическую модель, мы называем параметрами системы. Анализ математической модели предполагает определение зависимости функций состояния от своих аргументов при различных сочетаниях параметров системы.
Наличие в составе математической модели придает ей значительную гибкость. В результате этого она описывает не одну конкретную систему, а достаточно широкий класс однотипных систем, различающихся условиями протекания процесса. Вследствие этого, применению математического моделирования для исследования конкретной системы предшествует адаптация модели к непосредственной конкретной ситуации, т.е. идентификация модели[endnoteRef:1]. Если в основе вывода самой математической модели лежат соответствующие законы физики, химии и т.д., то параметры системы, в принципе, определяются экспериментально. К сожалению, часто возникает ситуация, когда отдельные параметры системы не поддаются прямому экспериментальному определению. В этом случае их находят косвенно, отталкиваясь от результатов измерения функций состояния системы, решая соответствующие обратные задачи[endnoteRef:2]. Этим вопросам посвящена заключительная глава книги.  [1:  Общие принципы идентификации рассматриваются, например, в Eykhoff, Graupe.]  [2:  О различных прикладных обратных задачах, их свойствах и методах их решения см. Alifanov, Aster, Hasanoglu, Kabanikhin, Lattes.] 

В первом разделе лекции рассматриваются примеры достаточно простых математических модели, рассмотренных в предшествующих главах, где естественным образом возникает проблема определения параметров системы. Затем дается общая постановка обратной задачи и описываются подходы к ее решению, связанные с применением описанных в предшествующей главе методов оптимизации. В Разделе 3 ставится задача восстановления предыстории системы, описываемой уравнением теплопроводности, которая в естественной постановке является некорректной. Однако ее можно интерпретировать как обратную задачу, что открывает возможность ее решения. В Разделе 4 дается описание градиентных методов минимизации функционалов, достаточно широко применяемых при практическом решении обратных задач. Наконец, в заключительном разделе показывается, как эти идеи применяются для решения задачи, поставленной в Разделе 3[endnoteRef:3]. В Приложении аналогичная методика применяется для граничной обратной задачи для уравнения теплопроводности и для задачи определения коэффициента сопротивления воздуха. Кроме того, описывается обратная задача гравиметрии и обсуждается проблема корректности оптимизационных задач, связанных с рассматриваемыми обратными задачами. [3:  В Lattes для решения этой задачи применяется метод квазиобращения, связанный с регуляризацией рассматриваемого уравнения.] 
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[bookmark: _Toc481308699]1. Проблема определения параметров системы

Рассмотрим для начала достаточно математические модели, которые были описаны в предшествующих главах. Первый пример связан с процессом падения тела под действием собственного веса. Исходя из второго закона Ньютона, закон движения характеризуется равенством F=ma, где a – ускорение движущегося тела, m – его масса, а F – сила, действующая на него. Ускорение представляет собой вторую производную от координаты (высоты) тела x. Сила F складывается из силы тяготения Fg, направленной в сторону движения, т.е. убывания координаты x, и силы сопротивления воздуха Fr, тормозящей движение. Сила тяготения пропорциональна массе тела, а сила сопротивления – скорости движения тела, т.е. производной от координаты x, т.е. справедливы равенства  где g – ускорение свободного падения, а k – коэффициент сопротивления воздуха. В результате приходим к уравнению, см. Глава 1


Среди величин, входящих в это равенство, время является независимой переменной, высота тела – функцией состояния. Все остальные величины, т.е. массу, коэффициент сопротивления воздуха и ускорение свободного падения мы относим к параметрам системы. Однако они далеко не равнозначны. Ускорение свободного падения с достаточно большой точностью можно считать константой, т.е. величиной, известной заранее. Массу тела можно сравнительно легко измерить, т.е. определить, исходя из прямого эксперимента. С коэффициентом сопротивления воздуха ситуация намного сложнее. Прямой эксперимент говорит лишь о том, что с ростом скорости движения тела наверняка растет и сопротивление воздуха, а вот что конкретно является соответствующим коэффициентом пропорциональности, определить не так просто. 
Обратимся теперь к химическому процессу, в частности, к синтезу соляной кислоты. Мы имеем дело с реакцией H2+Cl22HCl, согласно которой в результате соединения молекул водорода и хлора получается две молекулы соляной кислоты. Обозначим через x, y и z концентрации, соответственно, водорода, хлора и соляной кислоты. Тогда, пользуясь законом действующих масс получаем уравнения, см. Глава 6


Входящую в эти уравнения константу скорости реакции k можно найти с помощью закона Аррениуса k=Aexp(–E/RT), где A – предэкспоненциальный множитель, E – энергия активации, R – универсальная газовая постоянная, а T – температура. Среди указанных величин универсальная газовая постоянная является известной константой. Температуру сравнительно несложно измерить. Однако нахождение предэкспоненциального множителя и энергии активации представляет серьезную проблему.
Рассмотрим теперь некоторую биологическую систему, в которой, к примеру, на одной территории сосуществуют хищники и жертвы. Процесс характеризуется меняющимися со временем численностями жертв x1 и хищников x2. Известно, что скорость изменения численности каждого из видов пропорциональна значению самой численности. При этом в отсутствии хищников численность жертв растет, а в отсутствии жертв численность хищников сокращается. При наличии хищников прирост числа жертв снижается тем больше, чем больше численность хищников, а при наличии жертв прирост числа хищников возрастает тем больше, чем больше численность жертв. В результате приходим к уравнениям Вольтерры – Лотки, см. Глава 7


В эти равенства входят параметры a1 и a2, характеризующие прирост численности жертв в отсутствии хищников снижение численности хищников в отсутствии жертв, а также параметры b1 и b2, характеризующие снижение прироста численности жертв в присутствии хищников и увеличение прироста численности хищников в присутствии жертв. Экспериментальное определение их всех далеко не очевидно.
Заключительные пример выбираем из экономики. Рассмотрим конкуренцию двух фирм, выпускающих один и тот же товар. Состояние данной системы можно описать меняющимися со капиталами обеих фирм x1 и x2. При выводе математической модели данного процесса предполагается, что в условиях неограниченного спроса на выпускаемую продукцию капиталы фирм росли бы с определенной скоростью. Однако в силу ограниченности спроса наблюдается снижение прироста капитала тем больше, чем больше весь объем выпускаемой продукции, пропорциональный сумме капиталов обеих фирм. В результате приходим к уравнениям, см. Глава 8


Входящие в эти равенства параметры a1 и a2 характеризуют прирост капитала фирм в условиях неограниченного спроса на товар, а b1 и b2 описывают снижение этого прироста в силу ограниченности спроса. Все эти коэффициенты не поддаются прямому экспериментальному определению.
Серьезным достоинством математических моделей является то обстоятельство, что каждая из них описывает не конкретный единичный процесс, а целый класс процессов, различающихся условиями их протекания. Возможность применения одной и той же модели для анализа различных процессов как раз обусловлена наличием в их составе некоторых параметров, которые в каждом конкретном случае принимают определенные значения. Таким образом, практическому использованию имеющейся математической модели для конкретной ситуации предшествует ее адаптация к конкретным условиям, состоящем в надлежащем подборе параметров модели, что соответствует ее идентификации. Однако далеко не всегда эти значения могут быть найдены на основе прямого эксперимента, как масса движущегося тела или температура в химическом реакторе. В этих случаях указанные параметры определяются косвенно – на основе измерения состояния системы. 
Действительно, не совсем понятно, как можно измерить коэффициент сопротивления воздуха, но возможно установить положение движущегося тела в определенные моменты времени. Если экспериментальное измерение предэкспоненциального множителя и энергии активации затруднительно, то концентрации реагирующих веществ могут быть, в принципе, измерены. Определения численностей биологических видов существенно проще, чем нахождение коэффициентов, входящих в уравнения Вольтерры – Лотки. Получить информацию о капиталах фирм определенно проще, чем о параметрах уравнения конкуренции. В результате появляется реальная возможность адаптации модели к конкретным условиям, т.е. решения задачи идентификации. 
Наличие в составе математической модели некоторых параметров
позволяет использовать ее для анализа класса однотипных процессов.
Применению модели в конкретной ситуации предшествует ее идентификация.
Не всегда параметры модели находятся из прямого эксперимента.
В этом случае для идентификации модели можно воспользоваться 
дополнительной информацией о состоянии системы.
[bookmark: _Toc481308700]2. Обратные задачи и принцип их решения
Дадим общую постановку задачи идентификации. Итак, имеется уравнение состояния системы
                                                                      А(u)x = 0,                                                            (21.1)
где А(u) – оператор состояния, зависящий от параметра u, где х – функция состояния системы. По своей природе параметр может быть числом, вектором, функцией, вектор-функцией и др. В данном случае нас интересуют только те параметры, которые не представляется возможным определить непосредственно. В частности, процесс падения тела описывается соответствующим уравнением с начальными условиями, функцией состояния системы является высота тела, а под u понимается коэффициент сопротивления воздуха. Для рассмотренной ранее химической реакции процесс описывается соответствующими кинетическими уравнениями, функциями состояния являются концентрации всех веществ, а параметр u представляет собой вектор второго порядка, компонентами которого являются предэкспоненциальный множитель и энергия активации. Для модели хищник – жертва уравнение состояния характеризуется уравнениями Вольтерры – Лотки с начальными условиями, а параметр u представляет собой вектор четвертого порядка, компонентами которого являются все коэффициенты уравнений. Аналогичная ситуация наблюдается и для уравнений конкуренции.
Под прямой задачей понимается нахождение функции состояния системы при известных значениях параметра системы. Обратная задача, напротив, состоит в нахождении параметра системы на основе имеющейся информации о ее состоянии. Это утверждение нуждается в уточнении. Итак, имеется некоторая информация о состоянии системы. Этот факт может быть записан в виде равенства
                                                                        Bx=z,                                                                (21.2)
где B – есть оператор измерения, а z – результат измерения, т.е. экспериментальные данные. В частности, для процесса падения тела, мы можем измерить его положение в некоторые моменты времени t1,t2,…,tn. Тогда условие (21.2) соответствует равенствам x(ti)=xi, i=1,…,n. При этом оператор измерения преобразует функцию x в n-мерный вектор с компонентами x(ti), а z представляет собой вектор (x1,x2,…,xn). Если же мы измеряем положение тела на некотором интервале времени [a,b], то равенство (21.2) принимает вид x(t)=z(t), t[a,b], оператор B сопоставляет функции x ее же саму[endnoteRef:4], но только на интервале [a,b], а z есть соответствующая функция, определенная на этом интервале. В общем случае обратная задача состоит в отыскании такого параметра u, чтобы соответствующее ему уравнению (21.1) состояние системы x удовлетворяло условию (21.2). Анализ обеих обратных задач восстановления коэффициента сопротивления воздуха приводится в Приложении. [4:  В этом случае говорят, что B есть сужение функции на подмножество [a,b] ее области определения.] 

Возникает вопрос, каким образом можно решать обратные задачи? Рассмотрим, к примеру, задачу восстановления коэффициента сопротивления воздуха k по результатам измерения высоты тела в определенные моменты времени. Можно определить среднеквадратичное отклонение 


решения соответствующего уравнения движения в рассматриваемых точках при данном значении коэффициента k от результатов измерения. Очевидно, для любого k эта величина не отрицательна. Однако если k является решением соответствующей обратной задачи, то I(k)=0. Если же хотя бы одно из условий x(ti)=xi будет нарушено, то значение I(k) окажется положительным. В этой связи естественно попытаться определить параметр k из условия минимума соответствующего среднеквадратичного отклонения. В результате мы получаем задачу оптимального управления, методы решения которой рассматривались в предшествующей главе[endnoteRef:5]. [5:  Естественно, в данном случае мы не решаем задачу управления, т.е. не пытаемся выбрать наилучший из возможных вариантов эволюции системы. Речь идет лишь о том, что полученная в результате задача минимизации соответствующего среднеквадратичного отклонения относится к классу задач оптимального управления, а значит, может быть, в принципе, решена методами, описанными в Главе 20.] 

Предположим теперь, что мы хотим определить коэффициент сопротивления воздуха на основе измерения положения тела на некотором интервале [a,b]. В этом случае также можно определить среднеквадратичное отклонение решения уравнения состояния от результатов измерения. Его можно задать с помощью интеграла


И вновь для любого k это значение не отрицательно, причем равенство нулю реализуется для тех k, при которых будет выполнено решение уравнения состояния в точности совпадает с результатами измерения на рассматриваемом отрезке[endnoteRef:6]. Таким образом, решение соответствующей обратной задачи можно искать, минимизируя приведенный выше интеграл, т.е. решая задачу оптимального управления.  [6:  Здесь следует обратить внимание на одно обстоятельство, связанное со свойствами интеграла. Известно, что интеграл Римана от некоторой функции не зависит от ее значения в конечном наборе точек. Таким образом, равенство нулю среднеквадратичного отклонения реализуется и в том случае, когда условие измерения будет нарушено для конечного набора точек. Однако в современном анализе и его приложениях обычно работают с интегралами Лебега, причем интегрируются измеримые функции. При этом предполагается, что в результате изменения функции на множестве нулевой меры Лебега (например, на любом конечном или счетном множестве точек) получается та же самая функция, т.е. изменение функции на множестве нулевой меры, по существу, ни на что не влияют. Таким образом, если в рассматриваемом среднеквадратичном отклонении интеграл понимается в смысле Лебега и равен нулю, то условие измерения, понимаемое теперь в смысле теории меры, будет выполнено наверняка. Другими словами, как и в дискретном случае, среднеквадратичное отклонение будет равно нулю тогда и только тогда, когда выполнено условие измерения.] 

Аналогичным образом можно поступать и в общем случае, когда система описывает уравнением (21.1), а измерение – соотношением (21.2). Среднеквадратичное отклонение при этом записывается в следующем виде  


где x(u) есть решение уравнения (21.1), соответствующее параметру u, а выражение ||f|| называется нормой величины f. В частности, если f – число, то его норма соответствует модулю числа; если f – вектор n-ого порядка, то ||f|| представляет собой модуль соответствующего вектор или, что то же самое, его евклидова норма, равная квадратному корню из суммы квадратов его компонент; если f – функция, определенная на отрезке [a,b], то его нормой является квадратный корень из интеграла от квадрата данной функции[endnoteRef:7]. Таким образом, приведенные ранее формулы для следнеквадратичного отклонения в случае падения тела являются частными случаями последней формулы.   [7:  Естественно, при этом предполагается, что соответствующий интеграл существует. Возможность определения нормы с соответствующим набором свойств для любого элемента f некоторого множества X, говорит о том, что это множество обладает структурой нормированного векторного пространства. В частности, если f – число, то пространство X представляет собой множество действительных чисел R, если f – n-мерный вектор, то X есть n-мерное евклидово пространство Rn, наделенное евклидовой нормой, если f – функция, определенная на отрезке [a,b], то в нашем случае X представляет собой множество измеримых функций L2(a,b), интегрируемых с квадратом в смысле Лебега на данном интервале. ] 

Норма принимает исключительно неотрицательные значение, причем норма ||f|| обращается в нуль исключительно при f равным нулю[endnoteRef:8]. Следовательно, решение обратной задачи непременно оказывается решением соответствующей оптимизационной задачи. Пусть теперь имеется некоторое решение задачи оптимального управления. Если при этом соответствующее значение функционала I равно нулю, то мы имеем решение и обратной задачи. Если же минимальное значение функционала положительно, то данная обратная задача вообще не имеет решения[endnoteRef:9]. Таким образом, если обратная задача имеет решение, то оно может быть найдено в результате решения соответствующей обратной задачи. [8:  Это свойство входит в определение понятия нормы.]  [9:  В этом случае решение оптимизационной задачи дают такое значение параметра, которое в наилучшей степени обеспечивает выполнения условия измерения.] 

Задание 21.1. Модель «хищник – жертва». Для модели хищник – жертва неизвестны все коэффициенты уравнения. Измеряется численность хищников в отдельные моменты времени, а численность жертв на некотором интервале времени. Дать постановку обратной задачи и соответствующей ее задачи оптимального управления.
Прямая задача состоит в определении функций состояния системы
при известных параметрах модели.
Обратная задача состоит в определении параметров модели
при известной информации о состоянии системы.
Обратная задача сводится к минимизации среднеквадратичного отклонения
соответствующих значений состояния системы от результатов измерения.
3. Уравнение теплопроводности с данными в конечный момент времени 
На практике часто возникают задачи восстановления предыстории системы. При этом известно состояние системы в данный момент времени, и необходимо узнать, как система пришла в это состояние. Наиболее естественным представляется решать такую задачу в ее естественной постановке, т.е. задавать для соответствующего уравнения условие не в начальный, а в конечный момент времени. Решая задачу в обратном направлении времени, мы тем самым восстанавливаем предысторию системы. Однако на этом пути могут возникать серьезные трудности.
Рассмотрим, к примеру, уравнение теплопроводности
                                                           vt = vxx,  0<x<, t >0                                                    (21.3)  
с граничными условиями 
                                                      v(0,t) = 0, v(,t) = 0, t >0                                                 (21.4) 
и условием в конечный момент времени
                                                          v(x,T) = zk(x), 0<x<,                                                    (21.5)
где zn(x) = n-1sinkx, n – числовой параметр. Непосредственной проверкой устанавливается, что для любого n решение vn этой задачи определяется по формуле
vn(x,t) = n -1sinnx exp[n2(T-t)].
Переходя к пределу в равенстве (21.5), получаем соотношение
                                                          v(x,T) = z(x),  0<x<,                                                   (21.6)
где z(x) = 0. Очевидно, задача (21.3), (21.4), (21.6) имеет единственное решение v, тождественно равное нулю. Отметим, что при достаточно больших значениях параметра n конечные данные zn и z сколь угодно близки, в то время как соответствующие решения vn и v могут различаться на сколь угодно большую величину. Таким образом, решение уравнения теплопроводности не является непрерывным относительно данных в конечный момент времени, т.е. задача (21.3) – (21.5) является некорректной, см. Глава 19. Вследствие этого непосредственное решение уравнения теплопроводности в обратном направлении времени оказывается неэффективным, поскольку может привести к существенным искажениям результатов.
Отмеченное обстоятельство ставит вопрос о поиске других подходов к решению задачи восстановления предыстории системы. Наиболее естественный метод решения основан на использовании аппарата теории обратных задач. Мы рассматривали ранее, к примеру, задачу восстановления коэффициента сопротивления воздуха для процесса падения тела по результатам измерения положения тела. При этом входящий в математическую модель параметр (коэффициент сопротивления) был неизвестен, но имелась дополнительная информация о функции состояния системы (положение тела в отдельные моменты времени или на некотором временном интервале). В данном случае можно считать, что мы имеем математическую модель процесса распространения тепла, представляющую собой первую краевую задачу для уравнения теплопроводности в естественным направлении времени с неизвестным параметром – начальным состоянии системы. Для его нахождения имеется дополнительная информация о состоянии системы – температура в конечный момент времени[endnoteRef:10]. [10:  Близкая идея использовалась в описанном в предыдущей главе методе стрельбы.] 

Итак, математической моделью рассматриваемой системы является уравнение теплопроводности (21.3) с граничными условиями (21.4) и начальным условием
                                                          v(x,0) = u(x), 0<x<,                                                    (21.7)
где начальная температура u=u(x) неизвестна. Обратная задача состоит в нахождении этой функции таким образом, чтобы соответствующее ей решение задачи (21.3), (21.4), (21.7) удовлетворяло условию (21.5). В соответствии с описанной ранее методикой вводится среднеквадратичное отклонение

                                                                                                           (21.8)   
где v есть решение корректной краевой задачи (21.3), (21.4), (21.7), соответствующее начальному состоянию u. Решение этой задачи может быть найдено с помощью известных методов оптимизации, см. Глава 20. Однако для их успешного применения требуется адаптировать эти методы к рассматриваемой ситуации.
Краевая задача для уравнения теплопроводности
с данными в конечный момент времени некорректна.
Эта задача сводится к обратной задаче, в которой
неизвестным параметров является начальное состояние системы,
а дополнительным условием – состояние системы в конечный момент времени.
[bookmark: _Toc481308701]4. Дифференцирование функционалов и градиентные методы
В предшествующей главе был описан градиентный метод для решения различных экстремальных задач. Однако применялся он для минимизации функций одной или нескольких переменных. В частности, для поиска минимума функции f=f(x) можно воспользоваться следующим алгоритмом
                                                        xk+1=xk–kf'(xk), k=0,1,…,                                              (21.9)
где k  – некоторый положительный параметр. Если же минимизируется функция многих переменных, то аргумент x оказывается вектором, и последнее следует понимать в векторном смысле. При этом вместо производной рассматриваемой функции используется ее градиент. В полученной в предшествующем разделе оптимизационной задаче неизвестной величиной оказывается уже не вектор, а функция u, а минимизируется не функция, а функционал I, зависящий от u посредством уравнений состояния. 
Мы смогли бы распространить градиентный метод и на такие задачи, если бы дали содержательное определение производной функционала. Отметим, что формальное определения производной здесь как отношение приращения значений к приращению аргумента, когда последнее стремится к нулю, не представляется возможным уже для функций многих переменных. Действительно, совершенно непонятно, как делить приращение функции на приращение аргумента, являющееся вектором? 
Для нахождения производной функционала I в точке u, имеющей смысл функции, попробуем рассмотреть разность I(u+h)–I(u), где  – число, а h – объект из области определения данного функционала. В частности, для оптимизационной задачи из предшествующего раздела h является функцией от x. Указанная разность делится на , поскольку деление на число объектов достаточно общей природы (чисел, векторов, функций, вектор-функций и др.), как правило, особой трудности не вызывает. После этого осуществляется предельный переход при  стремящимся к нулю. Если соответствующий предел существует, то он называется производной функционала I в точке u по направлению h. Очевидно, это предел зависит как от точки, так и от направления. Наиболее интересен случай, когда указанный предел существует для любого h и линеен относительно этого объекта, т.е. имеет вид Lh, где L – линейное преобразование. В этом случае L называют производной Гато рассматриваемого функционала в данной точке[endnoteRef:11]. Для него стандартное обозначение I'(u). Отметим, что для функции одной переменной производная Гато совпадает с обычной производной, а для функций многих переменных – с градиентом. Характерно, что необходимым условием экстремума функционала в некоторой точке является равенство нулю его производной Гато в этой точке[endnoteRef:12]. [11:  Естественно, приведенные рассуждения требуют некоторых ограничений на область определения функционала. В частности, рассматриваемые объекты можно складывать и умножать на число, после чего выражение x+h приобретает смысл. Это приводит к понятию векторного пространства. Кроме того, на этом множестве можно переходить к пределу, причем это действие как-то согласовано с имеющимися алгебраическими операциями. Вследствие этого область определения функционала оказывается топологическим векторным пространствам. Иногда к производной предъявляют более сильные требования, что приводит к понятию производной Фреше. Свойства производных Гато и Фреше описываются в любом курсе функционального анализа, Hutson, Kolmogorov, Reed. В целях расширения класса решаемых задач оптимизации рассматривают также более слабые определения производных, например, субдифференциал Ekeland2, производную Кларка ClarkeF, расширенную производную SerovCRC и др. Имеются также алгоритмы решения оптимизационных задач, вообще не требующие вычисления производных, например, метод Нелдера – Мида Nelder и генетические алгоритмы Mitchell.]  [12:  Действительно, если u есть точка минимума функционала I, то справедливо неравенство I(u+h)–I(u)0. Выбирая здесь число  положительным, после деления на него и перехода к пределу при  стремящимся к нулю, получаем I'(u)h0. Если же выбрать  отрицательным, то после деления на него в предшествующим неравенстве и перехода к пределу установим, что I'(u)h0. Из двух последних неравенств следует равенство I'(u)h=0, которое справедливо для любого h. Производная Гато по определению является линейным преобразованием, которое в данном случае отображает произвольное h в число 0. Это свойство является определением нулевого преобразования, т.е. мы действительно имеем дело с равенством I'(u)=0. Следует, однако, иметь в виду, что в его правой части стоит нулевой объект, являющийся числом 0, нулевым вектором, нулевой функцией и т.п. в зависимости от области определения данного функционала.] 

Определив производную функционала, мы, в принципе, можем записать аналог градиентного метода (21.9). Однако мы ограничимся случаем, когда в области определения функционала можно ввести скалярное произведение так, что квадрат нормы какого-либо объекта представляет собой его скалярное произведение на самого себя[endnoteRef:13]. Этим охватываются оптимизационные задачи, восходящие к обратным задачам, где функционал представляет собой среднеквадратичное отклонение, т.е. как раз квадрат нормы. В частности, для чисел (минимизация функции одной переменной) скалярное произведение есть обычное произведение, для векторов (минимизация функции многих переменных) скалярное произведение является суммой квадратов произведений их компонент, а для функций (минимизация интегральных функционалов) скалярное произведение есть интеграл от произведения данных функций[endnoteRef:14]. В этом случае производную Гато функционала I в точке u можно определить как такой объект I'(u), который удовлетворяет равенству [13:  Указанный случай характерен для гильбертовых пространств, играющих чрезвычайно важную роль в функциональном анализе и его многочисленных приложениях, Hutson, Kolmogorov, Reed.  В общем случае по определению производная Гато является линейным преобразованием произвольного направления h в число, т.е. является линейным функционалом. Линейные функционалы на некотором пространстве образуют соответствующее сопряженное пространство. Однако для гильбертовых пространств элементы сопряженного пространства можно в некотором смысле отождествить с объектами исходного пространства, вследствие чего производную Гато можно понимать как объект исходного пространства. Это позволяет записать градиентный метод в естественной форме.]  [14:  Естественно, здесь предполагается, что интеграл от квадрата функции существует, что соответствует упомянутому ранее функциональному пространству L2. ] 



для произвольного h. Таким образом, для нахождения производной функционала требуется перейти к пределу в указанном соотношении и получить предел в виде скалярного произведение двух объектов, одним из которых является h. Тогда второй сомножитель и является искомой производной Гато. Теперь можно записать градиентный метод
                                                         uk+1=uk–kI'(uk), k=0,1,….                                            (21.10)
Задание 21.2. Функция многих переменных. В соответствии с описанной методикой найти производную Гато для функции многих переменных.
Градиентный метод распространяется 
на задачи минимизации функционалов с помощью производной Гато.
[bookmark: _Toc481308703]5. Решение уравнения теплопроводности с обращенным временем 
Установим алгоритм решения задачи восстановления начальной температуры тела по его известной конечной температуре, сводящейся к минимизации функционала (21.8). Для этого требуется найти его производную и подставить ее в формулу (21.10).
Функционал (21.8) включает в себя решение v краевой задачи (21.3), (21.4), (21.7), в которую входит искомой параметр (управление) u. Для нахождения его производной следует определить разность I=I(u+h)–I(u), разделить результат на  и перейти к пределу. Если затем записать полученный предел в виде скалярного произведение h на какой-то другой объект, то последний и является искомой производной. Пусть v есть указанной краевой задачи, соответствующее начальному значению u, а через w обозначим решение той же задачи, соответствующее u+h. Найдем приращение

                                                                     (21.11)
где =w–v, а через z мы обозначаем известное конечное состояние системы, опуская для краткости индекс n. 
В последнюю формулу число , на которое следует делить, явным образом не входит, а зависимость разности I от него осуществляется посредством функции . Последняя является решением следующей краевой задачи[endnoteRef:15] [15:  Для получения этой задачи записываются соотношения (21.3), (21.4), (21.7) для начальных состояний u+h и u с почленным вычитанием соответствующих выражений.] 

                                                        t = xx,  0<x<, t >0,                                                     (21.12)  
                                                    (0,t) = 0, (,t) = 0,  t >0,                                                (21.13) 
                                               (x,0) = h(x),  0<x<.                                                   (21.14)
Умножаем равенство (21.12) на произвольную функцию =(x,t) и проинтегрирует полученное выражение. Имеем

                                                                                                                    (21.15)
Интегрируя по частям, получаем


где значение (x,0) можно определить по формуле (21.14). Аналогично после двухкратного интегрирования по частям будем иметь


где в силу условий (21.13) функция  на границе равна нулю. В результате равенство (21.15) приводится к виду


Полученное равенство справедливо для любых функций . Выбираем в качестве  решение следующей задачи, называемой сопряженной системой[endnoteRef:16] [16:  Данная краевая задача является аналогом рассмотренной в предыдущей главе сопряженной системы, входящей в состав условий оптимальности в форме принципа максимума.] 

                                                   t + xx = 0,  0<x<, t >0,                                                  (21.16)  
                                                    (0,t) = 0, (,t) = 0,  t >0,                                                (21.17) 
                                               (x,T) = 2[(x,T)–z(x)],  0<x<.                                                (21.18)
Тогда в предшествующем равенстве первый и третий интегралы в левой части равны нулю, а второй интеграл равен первому слагаемому в правой части равенства (21.11). Тогда это равенство приводится к виду


Из соотношений (21.12) – (21.14) следует, что функция =/ не зависит от . Тогда получаем


В результате перехода к пределу при  стремящимся к нулю, имеем


В правой части этого равенства находится интеграл от произведения двух функций, одна из которых есть h, т.е. их скалярное произведение. Следовательно, второй сомножитель есть искомая производная функционала, т.е. I'(u)=(x,0).
Теперь представляется воспользоваться градиентным методом (21.10). Предположим, что на k-ой итерации известно соответствующее приближение начального состояния системы uk. Тогда из соотношений (21.3), (21.4), (21.7) при u=uk можно найти очередное приближение x=xk функции состояния. Решая задачу (21.16)–(21.18) при x=xk k-ое приближение функции , обозначаемое через k. В результате находим производную I'(uk)=k(x,0). Таким образом, новое приближение начального состояния системы в соответствии с равенством (21.10) находится по формуле
uk+1= uk–kk(x,0),  k=0,1,….
Таким образом, решение задачи восстановления начального состояния для процесса переноса тепла по известному конечному состоянию системы может быть найдено итерационно с помощью градиентного метода[endnoteRef:17]. [17:  Обратим внимание на аналогии приведенного алгоритма с описанным в предшествующей главе методом последовательных приближений для практической реализации условий оптимальности в форме принципа максимума.] 

Задание 21.3. Уравнение теплопроводности с обращенным временем. Задать функцию u=u(x) в качестве начального состояния системы. Решая численно краевую задачу (21.3), (21.4), (21.7) вплоть до некоторого момента времени t=T, определить функцию z(x)=v(x,T). В соответствии с описанным алгоритмом найти решение задачи отыскания решения уравнения теплопроводности с однородными граничными условиями первого рода, которая при t=T принимает значение z. Полученные результаты сравнить с выбранной функцией u.
Решение задачи определения начальной температуры тела
при известной температуре в конечный момент времени
может быть найдено с помощью градиентного метода.
[bookmark: _Toc481308704]ПРИЛОЖЕНИЕ
 В лекции градиентный метод применялся для решения задачи восстановления начального состояния для уравнения теплопроводности по известному конечному состоянию. Аналогичный метод применяется ниже для решения граничной обратной задачи, когда заданы два граничных условия на одном конце тела и отсутствуют граничные условия на его другом конце. Далее рассматривается поставленная в лекции задача восстановления коэффициента сопротивления воздуха при падении тела. Главным здесь является то обстоятельство, что измерения состояния системы проводится на части рассматриваемого интервала времени или в отдельные моменты времени. Кроме того, описывается обратная задача гравиметрии. В заключительном разделе рассматриваются некоторые проблемы, возникающие при практическом применении методов оптимизации для решения обратных задач.
1. Граничная обратная задача для уравнения теплопроводности 
При исследовании процессов переноса тепла может возникнуть также ситуация, когда на одной части границы мы не имеем никакой информации. В то же время на другой части границы имеется возможно измерить как температуру, так и тепловой поток. Рассмотрим для простоты одномерный случай. Система описывается уравнением теплопроводности
                                                            vt = vxx,  0<x<L, t >0.                                                  (21.19)  
Начальное распределение температур известно, что соответствует условию
                                                           v(x,0) = a(x), 0<x<.                                                  (21.20)
На левом конце задаются температура и тепловой поток, что соответствует условиям
                                                  v(0,t) = b(t), vx(0,t) = c(t), t >0.                                            (21.21) 
Здесь функции a, b и c являются известными.
Можно показать, что краевая задача (21.19) – (21.21) является некорректной. Вследствие этого условия (21.21) заменяется на более граничные условия 
                                                   v(0,t) = b(t), v(L,t) = u(t), t >0                                            (21.22) 
с неизвестной функцией u. Она выбирается таким образом, чтобы было выполнено второе условие (21.21). Полученная граничная обратная задача сводится к задаче минимизации функционала


где v – решение задачи (21.19), (21.20), (21.22).
Задание 21.4. Граничная обратная задача для уравнения теплопроводности. Найти производную функционала по аналогии с задачей обращения времени. Численное решение обратной задачи проводится также, как и в Задании 21.3.
2. Восстановление коэффициента сопротивления воздуха в задаче о падении тела
Мы возвращаемся к рассмотрению процесса падения тела. Он описывается уравнением


на некотором интервале времени [0,T]. Начальные положения x0 и скорость v0 считаются известными, т.е. имеются начальные условия. В то же время коэффициент сопротивления воздуха k здесь неизвестен. Для его нахождения можно воспользоваться измерениями положения тела. Измерения проводятся либо на каком-то интервале времени [a,b], где 0<a<b<T, либо в какие-то моменты времени t1,t2,…,tn из рассматриваемого временного интервала. В первом случае дополнительное условие принимает вид x(t)=z(t), t[a,b], во втором – x(ti)=zi, i=1,…,n. Как уже отмечалось, в первом случае обратная задача сводится к минимизации интеграла


а во втором – суммы


Итак, мы имеем две оптимизационные задачи, для решения которых воспользуемся описанным градиентным методом[endnoteRef:18]. Ключевым этапом здесь вновь является нахождение производной функционала в произвольной точке k, которая в данном случае является числом. Обозначим через x решение уравнения движения с заданными условиями, соответствующее рассматриваемому значению k, а через y – решение той же задачи, соответствующее k+h. Тогда приращения рассматриваемых функционалов определяются по формулам[endnoteRef:19] [18:  Естественно, здесь можно использовать и другие численные методы оптимизации.]  [19:  В действительности искомый параметр k является числом, вследствие чего I1 и I2 оказываются обычными функциями от k. Однако нас в данном случае интересует возможности работы с обратными задачами, с данными, определенными на части исследуемого временного интервала или в его отдельных точках.] 


                                                               (21.23) 

                                                                 (21.24)
где =y–x удовлетворяет уравнению


с нулевыми начальными условиями.
Умножаем это равенство на произвольную функцию  и интегрируем. После интегрирования по частям с учетом начальных условий получаем


Возникает вопрос, как связать это равенство с приведенными выше приращениями функционалов? Для это хотелось бы приравнять входящий в его левую часть первый интеграл первым слагаемым в правых частях равенств (21.23) и (21.24). 
В первом случае достаточно ввести функцию =(t), равную единице на отрезке [a,b] и нулю вне его. Теперь равенство (21.23) принимает вид


Определяем в качестве  решение уравнения


полагая, что она сама и ее первая производная равны нулю при t=T. Тогда из последних двух равенств после деления на  получаем


Можно показать, что при , стремящимся к нулю, второе и третье слагаемое в правой части стремятся к нулю[endnoteRef:20]. Тем самым производная от I1 есть выражение, которое умножается на h в первом слагаемом, т.е.  [20:  Для этого нужно исследовать имеющуюся задачу Коши относительно функции .] 



Для нахождения производной второго интеграла требует представление значения функции в f конкретной точке  из интервала (0,T) через соответствующий интеграл. Это достигается за счет использования понятия -функции. Под этим понимается такой объект, который характеризуется равенством[endnoteRef:21] [21:  Вопреки своему названию, -функция не является обычной функцией, а относится к классу распределений, см. Reed, Sobolev.] 



В результате равенство (21.24) можно записать в виде


где z – произвольная функция[endnoteRef:22], удовлетворяющая равенствам z(ti)=zi, i=1,…,n. Далее, повторяя предшествующие рассуждения, можно установить, что производная от I2 имеет тот же вид, что и производная от I1, но с функцией , удовлетворяющей уравнению [22:  Может создаться впечатление, что имеется некоторый произвол с выбором функции z. Однако при работе с -функцией фактически учитывается лишь ее значение в рассматриваемой точке.] 



с теми же условиями при t=T.
Определив производные функционалов, можно в обоих случаях применить градиентный метод.
Задание 21.5. Восстановление коэффициента сопротивления воздуха. С помощью градиентного метода найти решение обеих описанных выше обратных задач.
3. Обратная задача гравиметрии
В Главе 13 рассматривалась математическая модель гравитационного поля, в основе которой лежит уравнение Пуассона
u = 4G,
где u – потенциал поля,  – плотность, G – гравитационная постоянная. На основе этого уравнения с соответствующими краевыми условиями можно найти распределение потенциала гравитационного поля в некоторой области по известному распределению плотности вещества в этой области. Однако с практической точки зрения больший интерес представляет обратная задача гравиметрии, в которой по результатам измерения гравитационного поля требуется установить, что именно залегает в толще земли[endnoteRef:23]. [23:  Об обратных задачах гравиметрии Barzaghi, Jacoby, SerGrav.] 

В процессе гравиметрических измерений обычно измеряется ускорение силы тяжести, которое соответствует вертикальной производной потенциала гравитационного поля и проводится чаще всего на поверхности земли. О структуре вещества под землей можно судить по распределению плотности. Таким образом, обратная задача гравиметрии состоит в восстановлении распределения плотности, т.е. свободного члена уравнения Пуассона по результатам измерения вертикальной производной потенциала поля. 
В общем виде такая задача обычно имеет существенно не единственное решение, поскольку разные распределения плотности в глубине могут вызвать одни и те ж отклики на поверхности земли (смысл этого свойства проясняется в последующем разделе). Вследствие этого можно рассмотреть различные частные обратные задачи гравиметрии. В простейших случаях предполагается наличие под землей одной или нескольких однородных гравитационных аномалий правильной формы. При этом ставится задача определения их плотности, места (в частности, глубины) расположения или размеров. Часто при этом можно ограничиться анализом двумерного случая, т.е. рассмотрением задачи в вертикальной плоскости. Учитывая, что потенциал гравитационного поля какого-либо объекта убывает по мере удаления от него, область, в которой располагается гравитационная аномалия искусственно расширяется так, что на границе расширенной области потенциал поля может быть положен равным нулю. Соответствующие обратные задачи могут быть решены с помощью градиентного метода или других численных методов оптимизации[endnoteRef:24]. [24:  Можно показать, что уже для задачи определения места расположения одиночной однородной аномалии заданной структуры, формы и размеров соответствующий функционал оказывается недифференцируемым. В задаче определения плотности аномалии при известных формы, размеров и места расположения функционал дифференцируем. Однако, если при этом проводилось расширение области с целью задания нулевых граничных условий, то поверхность, где проводятся гравиметрические измерения, оказывается внутри расширенной области. Поскольку измеряется не сама функция состояния (потенциал), а ее производная, то при определении производной функционала в сопряженную систему войдет уже не просто -функция, как в предшествующем разделе, а ее производная. В этой связи для решения многих обратных задач гравиметрии приходится использовать методы оптимизации, не требующие вычисления производных, см. выше.  ] 

4. Корректность оптимизационных задач
Как уже отмечалось, практическое решение обратных задач сводятся к минимизации функционалов, характеризующих среднеквадратичное отклонение функции состояния системы от результатов измерения. Однако подобные оптимизационные задачи обладают не очень хорошими свойствами. Проясним их на простейшем примере. 
Рассматривается система, описываемая следующей задачей


с неизвестной функцией u. Представим себе идеальный случай, когда функция состояния системы задана: x(t) = z(t), t(0,). Понятно, что функцию u можно найти как производную от z. Если, к примеру, z=0, то решение обратной задачи также будет равно нулю. Мы, однако, будем исследовать эту задачу стандартным способом, т.е. с помощью минимизации функционала


Естественно, минимум функционала равен нулю, что достигается исключительно при u=0. 
Рассмотрим теперь последовательность {uk}, характеризуемую равенством uk(t)=coskt. Ей соответствует функция состояния xk(t)=k-1sinkt. Определим значение интеграла


Очевидно, при неограниченном росте номера k значение I(uk) стремится к нулю, т.е. к минимуму функционала. В то же время сама функция uk является периодической, причем ее частота неограниченно возрастает с ростом k. Таким образом, при достаточно больших k функция uk чрезвычайно сильно отличается от нуля[endnoteRef:25], являющегося единственным решением рассматриваемой задачи, в то время соответствующее значение функционала I(uk) оказывается сколь угодно близким к его минимуму.  [25:  Можно установим сходимость последовательности {uk} к функции, тождественно равной в некоторой слабой топологии.] 

В теории оптимального управления вводится понятие задачи, корректной по Тихонову[endnoteRef:26]. Она является таковой, если имеет единственное решение, причем всякая минимизирующая последовательность (последовательность допустимых управлений, значение минимизируемого функционала на которой сходится к его минимуму) сходится к этому решению. В данном случае рассматриваемая оптимизационная задача, соответствующая простейшей обратной задаче, оказывается некорректной по Тихонову. В этой связи в процессе численного решения обратных и связанных с ними оптимизационных задач могут возникнуть определенные сложности[endnoteRef:27].  [26:  Проблема корректности оптимизационных задач, примеры некорректных задач и методы их исследования рассматриваются в SerovBr, TihonA, Vasiliev.]  [27:  Для практического решения подобных задач часто применяют методы регуляризации, см. TihonA, Vasiliev. ] 

Отметим еще одну неприятность, возникающую при исследовании подобных оптимизационных задач. Предположим, что для рассматриваемого примера мы хотим воспользоваться описанным в предшествующей главе принципом максимума. Для этого вводится функция H=u – x2, где  – решение сопряженной системы


Тогда оптимальное управление удовлетворяет условию максимума


Однако выразить отсюда функцию u затруднительно. В данном случае мы имеем дело с вырождением принципа максимума, а соответствующее решение называют особым управлением[endnoteRef:28]. Наличие особого управления является еще одним проявлением некорректности задачи.  [28:  Вырождение принципа максимума состоит в том, что его решение соответствует случаю, когда коэффициент при управлении в определении функции H (в данном случае таковым является функция ) обращается в нуль. Особое управление не обязательно оптимально. В частности, в задачи максимизации того же функционала нулевое управление вновь является особым, но естественно оно не оптимально. Об особых управлениях см. Gabasov.
] 
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